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Berkovichriaume

Oberseminar Arithmetische Geometrie im WS 2009/10

Ziel des Oberseminars ist es, die Konstruktion nicht-archimedischer analyti-
scher Rdume nach V. Berkovich zu verstehen. Das Programm ist darauthin
konzipiert, dass moglichst wenig ’schwarze Schachteln’ in Kauf genommen
werden miissen und wir uns vielmehr die Berkovichrdume in einer Weise
erarbeiten wollen, die ein aktives Hantieren damit ermoglichen soll. Inso-
fern zielt das Programm auch nicht auf eine der tiefen Anwendungen dieser
Theorie (lokaler Langlands fiir GL,, ...), sondern legt groBeren Wert auf die
fundierte Einfithrung.

Zum Thema: Die Ausgangsfrage, die iiber Tates Einfithrung der rigid ana-
lytischen Rdume und Raynauds Interpretation durch formale Geometrie zur
Konstruktion Berkovichs gefiihrt hat!, 148t sich wie folgt angeben:
Gibt es eine gute Konstruktion analytischer Rdume dber einem nicht-
archimedisch bewerteten Kéorper k, die — dhnlich wie die komplexen Man-
nigfaltigkeiten tiber C — transzendente Methoden zur Untersuchung von
Varietdten iiber k erlauben?
Die zu konstruierenden Réume sollten topologisch ”einfache” Gestalt ha-
ben, um singulidre (Ko-)Homologie, Homotopietheorie, ... zu ermdglichen
(lokal zusammenhéngend, lokal zusammenziehbar, ...). Die oben bereits an-
gedeutete Entwicklung von Antworten auf diese Frage gibt auch die grobe
Gliederung des Programms vor:

Rigid analytische Raume:
Tates Konstruktion der rigid analytischen Rdume durch Verkleben von
affinoiden Bausteinen als der erste, sehr erfolgreiche Schritt in diese
Richtung. Ein Affinoid ist das MaxSpektrum Max(A) einer affinoiden
k-Algebren A, also eines Quotienten der Tate-Algebra

T, ;:{Z a; X7 | aj €k, aj — 0 fiir [j| — 0} C k[X1,...,X,]
JENE

nach einem Ideal. Die angesprochenen Bausteine sind die affinoiden
Teilgebiete U C Max(A).

Die Topologie auf den erhaltenen rigid analytischen Rdumen ist ei-
ne Grothendieck-Topologie — und geniigt den Vorgaben nach einer
moglichst einfachen Topologie nicht vollends.

ldaneben gibt es noch weitere Ansitze wie etwa R. Hubers adische Rdume, die wir
aber nicht besprechen werden
1
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Berkovichraume:
Berkovich fithrt Tates Ideen weiter und betrachtet zu einem kommu-
tativen Banach-Ring .4 mit Eins (etwa einer k-Affinoiden wie oben,
oder aber auch (Z, |.|) mit der trivialen Bewertung |.|) das Seminorm-
Spektrum

M(A) = {|.|: A= R{ |

|.| ist eine beschrinkte, multiplikative Halbnorm} .

Jedes © € M(A) liefert einen vollstindigen Korper H(z), die Ver-
vollstandigung des Quotientenkérpers von A/ ker(x) und eine Aus-
wertungsabbildung A — H(z), f — f(z). Die Menge M(A) erhilt
die schwéchste Topologie, so dass all diese Auswertungsabbildungen
stetig sind.

Die Bausteine fiir die Berkovichrdume iiber k sind diese Spektren
M(A) fiir k-affinoide Algebren (welche hier zudem beliebig skaliert
werden; die Tate’schen k-Affinoide nennt Berkovich strikt), bzw. de-
ren affinoide Teilgebiete V' C M(A).

Man hat (wie auch in Tates Theorie) einen Funktor, der jeder al-
gebraischen k-Varietdt X einen Berkovichraum X?2" iiber k& zuordnet.
Algebaische Eigenschaften von X spiegeln sich in topologischen Eigen-
schaften von X" wieder (separiert — Hausdorff, eigentlich — kompakt,
zusammenhéngend — wegzusammenhéngend).

Ziele:

Gesamtziel ist es die Konstruktion der rigid analytischen Rdume und
der Berkovichrdaume zu verstehen. Gegen Ende des Oberseminars wol-
len wir dabei zum Einen die Beispiele M(Z) und A} verstehen (was
auf den ersten Blick nicht sehr ambitioniert klingt, es lassen sich aber
etliche Seiten mit angrenzenden Fragestellungen fiillen, s. [Po]), zum
Anderen den Homotopietyp von Kurven bestimmen. Dies ist der
erste Fall, wo man erahnt, dass die urspriingliche Forderung nach ei-
ner schénen Topologie in der Tat erreicht wird. Der allgemeine Fall ist
ungleich komplizierter zu verstehen ([Ber4]).
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Vortrige:

1.
2.

10.

Termin (22.10.09). Vortragsverteilung.

Termin (29.10.09). Tate-Algebren.
Definition der Tate-Algebra T,, und Angabe der wichtigsten Eigenschaf-
ten: noethersch, regular, faktoriell. Beweis via Weierstrafl-Techniken.
Quotienten T,,/m nach maximalen Idealen sind endlich iiber k.
[Bol], 1.2

. Termin (05.11.09). Affinoide Algebren.

Definition und Eigenschaften affinoider Algebren. Dazu benétigt man
vorher ein Paar Eigenschaften von Idealen in 7,.
[Bol], 1.3 und 1.4

. Termin (12.11.09). Affinoide Gebiete.

Affinoide Gebiete ([Bol], 1.5) und Teilgebiete ([Bol], 1.6: bis einschl.
Lemma 10 und Prop. 11 (letztere ohne Beweis?)).

. Termin (19.11.09). Die Grothendieck-Topologie auf Max(A).

Definition der zulissigen offenen Mengen und zuliissigen Uberdeckungen.
Das Beispiel 2.2.8 in [Co] ist sehr lehrreich.
[Bol], 1.10

. Termin (26.11.09). Rigid analytische Riume.

Definition der Strukturgarbe auf Max(A) ([Bol], 1.7). Definition der
rigid analytischen Réume ([Bol], 1.12). Das Azyklizitéitstheorem von
Tate ohne allgemeinen Beweis, evtl. fiir die Einheitsscheibe Max(77)
erldutern (vgl. [Bo2], Folie 24).

. Termin (03.12.09). Berkovichs M(A).

Berkovichs Spektrum eines Banachrings ([Berl], 1.2). Theorem 1.2.1 in
[Berl].
[Berl], 1.2; [Po]1.1.1

. Termin (10.12.09). A" und M(Z).

Der Berkovichraum A" fiir einen kommutativen Banachring A ([Berl],
1.5; [Po], 1.1.2).

. Termin (17.12.09). Allgemeinere Tate- und affinoide Algebren.

allgemeinerer Begriff von affinoiden Algebren ([Berl], 2; [Co], 4.2). Das
Beispiel k{r~'T1,rT5} in [Berl], S. 21 (siehe auch [Co], Exercise 4.2.6).
Eigenschaften von affionoiden Algebren aus entsprechenden Ergebnissen
iiber strikt affinoiden Algebren exemplarisch anfiihren.

[Berl], 2.1

Termin (07.01.10). Affinoide Riume.

affinoide Gebiete wie in [Berl], 2.2. (siche auch [Co], 4.4.1). Spezielle
Teilmengen ([Ber1], S. 30). Definition der Strukturgarbe O x4y ([Berl],
2.3).
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11. Termin (14.01.10). Berkovichriume.
k-affinoide Atlanten [Co], 5.1.3; [Ber2], 1.2 — vorher [Ber2], 1.1 zu topo-
logischen Begriffen). Beachte: Berkovich hat in [Ber2] die Definition aus
[Berl] nochmals variiert (vgl. [Ber2], 1.5 bzw. [Col, S. 46). Das sollte kurz
diskutiert werden, vor allem im Hinblick auf Morphismen ([Ber2], 1.2.5 etc.)

12. Termin (21.01.10). Morphismen zwischen Berkovichriumen.
durch die Definition der Rdume in [Ber2] — im Gegensatz zu [Berl] — ist die
Definition von Morphismen relativ aufwendig: [Ber2], 1.2.5 — 1.2.15.

13. Termin (28.01.10). GAGA.

Konstruktion des Berkovichraumes X#" fiir ein algebraisches Schema X
lokal veT iiber k ([Berl], 3.4 und 3.5).

14. Termin (04.02.10). Der topologische Typ (projektiver Kurven)®".
Ziel ist einen 'roter Faden’ zum Theorem 4.2.1 und 4.3.2 in [Berl] zu spin-
nen, welches den topol. Typ von X2 fiir eine projektive Kurve X angibt.

15. Termin (11.02.10). Themendiskussion fiir das SoS 2010.

The same procedure as last year, Miss Sophie?
The same procedure as every year, James.
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