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In diesem Oberseminar beschéftigen wir uns mit der Deformationstheorie von Galoisdar-
stellungen nach dem Artikel ”An Introduction to the Deformation Theory of Galois Re-
presentations” von Barry Mazur.

Sei II eine proendliche Gruppe und A ein Koeffizientenring, d.h. ein vollstéindiger noether-
scher lokaler Ring mit endlichem Restklassenkérper. Dann heifit ein stetiger Homomor-

phismus
p:1I—Gl,(A), neN

eine Darstellung vom Grad n mit Koeffizientenring A.
Unser besonderes Interesse gilt den Galoisdarstellungen: Fiir einen Zahlkorper K und einer

endlichen Menge von Primstellen S betrachten wir Darstellungen der proendlichen Gruppe

GK,S-

Sei h : Ay — A ein Koeffizientenringhomomorphismus und % : Gl,(4y) — Gl,(A) die
induzierte Abbildung. Eine Deformation p von p zum Koeflizientenring Ay ist eine strikte
Aquivalenzklasse von Lifts, d.h. von stetigen Homomorphismen p : IT — GI,,(Ao), so dass
hop=p gilt.

Gln(AO)
1% Gl,(A)

Dabei heilen zwei Lifts p und p’ strikt dquivalent, falls sie durch ein Element aus Gl,,(Ao),
das im Kern von h liegt, konjugiert sind.

Motivation:

Die Deformationstheorie von Galoisdarstellungen spielte eine entscheidende Rolle im Be-
weis der Modularitdtsvermutung fiir elliptische Kurven iiber Q. (Wiles, Taylor)



Sei A ein Koeffizientenring mit Restklassenkérper k. Dann definieren wir die Kategorie
Ca, deren Objekte die Koeffizienten-A-Algebren mit Restklassenkorper k sind und deren
Morphismen die lokalen A-Algebrenmorphismen sind, welche die Identitét auf k£ induzieren.
Ist p: II — Gl,(k) eine Darstellung, so definieren wir einen (Deformations-) Funktor

D;p : Cy — Sets

D-

P>

strikte Aquivalenzklassen von
A(R) = .

Deformationen von p nach R

Theorem (Mazur, Ramakrishna)

Sei II eine proendliche Gruppe, die die p-Endlichkeitsbedingung erfiillt, k£ ein endlicher

Korper und
p: 1 — Gl,(k)

eine Darstellung, so dass {P € M, (k) | Pp(g) = p(g)P fiir alle g € I1} = k gilt.

Sei A ein Koeffizientenring mit Restklassenkérper k. Dann ist der Deformationsfunktor
D; x darstellbar.

Der Ring, durch den D, dargestellt wird, heifit der universelle Deformationsring von p.

In verschiedenen Situationen mochten wir nicht alle Deformationen einer absolut irredu-
ziblen Darstellung betrachten, sondern nur bestimmte mit speziellen Eigenschaften. Zu
diesem Zweck definieren wir zu sogenannten Deformationsbedingungen einen Unterfunktor
des Deformationsfunktors. Wir erhalten zu diesem Funktor einen ”universellen Deforma-
tionring mit der speziellen Eigenschaft”, welcher ein Quotient des universellen Deformati-
onsringes ist. Als geeignete Eigenschaft erweist sich beispielsweise ”alle Deformationen mit
einer vorgegebenen Determinante”.



1. VORTRAG (18.10.): Ubersichtsvortrag und Vortragsvergabe

2. VORTRAG (25.10.): Gruppendarstellungen und Funktoren

Dieser Vortrag beinhaltet §4, 5, 6 sowie §14 ([M2]). Insbesondere soll auf Schurs Lemma
sowie auf Charaktere zu Darstellungen eingegangen werden. In diesem Zusammenhang soll
gezeigt werden, dass absolut irreduzible Darstellungen mit dem gleichen Charakter dquiva-
lent sind. Anschliefend werden fiir einen Unterring Ag von A 7 Abstiege” einer Darstellung
p:II — Gl,,(A) von A nach A, betrachtet. Zuletzt sollen stetige Funktoren vorgestellt
werden und auf Faserprodukte eingegangen werden.

1.11. Allerheiligen

3. VORTRAG (8.11.): Der Zariski-Tangentialraum

In diesem Vortrag soll der Zariski-Tangentialraum zu einer Koeffizienten-A-Algebra ein-
gefiihrt werden und die funktorielle Interpretation des Zariski-Tangentialraums erortert
werden ([M2], §15). Danach sollen der Zariski-Tangential-Modul ([M2], §16) und der Zu-
sammenhang der stetigen Kahlerdifferentiale mit dem Zariski-Tangentialraum behandelt

werden ([M2], §17).

4. VORTRAG (15.11.): Existenz universeller Deformationsringe I

Ziel dieses Vortrags ist der Beweis der Existenz eines universellen Deformationsringes ([Go],
Thm. 3.10). Dazu sollen zuerst die Schlessinger-Bedingungen H1-H4 angegeben werden
([Gol, S. 273) und das Theorem von Schlessinger iiber die Prodarstellbarkeit von Funkto-
ren formuliert werden ([Go], Thm. 3.1, ohne Beweis). Anschliefend kann gezeigt werden,
dass der Deformationsfunktor unter bestimmten Voraussetzungen die Bedingungen H1-H4
erfiillt ([Go], Thm. 3.3 mit Beweis (= Lemma 3.4 - Lemma 3.9)). Das Theorem von Schles-
singer liefert nun die Existenz eines universellen Deformationsringes ([Go], Thm. 3.10).
Abschlieend sollen relativ darstellbare Funktoren eingefiihrt werden ([M2], §19) und das
Lemma in §19 bewiesen werden ([M2], S. 279).

5. VORTRAG (22.11.): Existenz universeller Deformationsringe II

Dieser Vortrag umfafit §10 und §20 ([M2]). Hierbei soll aus §10 nur die Proposition iiber
den universellen Deformationsring angegeben werden. In §20 werden Darstellungsergebnis-
se formuliert. Dazu wird aus §18 ([M2], S. 277) die Definition ”fast darstellbar” benotigt.
Die Propositionen 1, 3a, 3b und 4 in §20 behandeln die Stetigkeit und Fastdarstellbarkeit
des Funktors D; in bestimmten Fillen. Im Beweis von Proposition 1 wird der Funktor D;
im Sinne von §11 ([M2]) interpretiert. In diesem Zusammenhang soll auf diese Interpreta-
tion nur kurz eingegangen werden.



6. VORTRAG (29.11.): Der Tangentialraum als Galoiskohomologiegruppe

Fiir eine Koeffizienten-A-Algebra A soll zunéchst der Zariski-Tangential-A-Modul als erste
Kohomologiegruppe von Il mit Werten in einem Endomorphismenring interpretiert wer-
den ([M2], §21, Prop. 1). Damit kénnen Endlichkeitsaussagen fiir den Zariski-Tangential-
A-Modul gezeigt werden ([M2], §21, Prop. 2a, 2b, Korollar). Eine weitere Interpretation
des Zariski-Tangentialraums ist durch ”Erweiterungen von Moduln” gegeben. In diesem
Zusammenhang soll die Proposition in §22 ([M2]) erlautert werden.

7. VORTRAG (6.12.): Explizite Berechnung eines universellen Deformationsringes

In diesem Vortrag soll ein universeller Deformationsring konkret berechnet werden. Nach
Boston ist der universelle Deformationsring einer ungeraden absolut irreduziblen zahmen
Darstellung p : Gg.s — Gla(FF,) unter bestimmten Voraussetzungen durch Z,[[Ty, T3, T3]]
gegeben ([Go|, Kapitel 5 bis einschl. Thm. 5.7, siche auch [Bo]).

8. VORTRAG (13.12.): Deformationsbedingungen

Vortrag 8 beinhaltet zunéchst die Definition einer Deformationsbedingung und eines Un-
terfunktors des Darstellungsfunktors zu dieser Deformationsbedingung ([M2], §23). Als
Beispiel einer Deformationsbedingung soll die Determinantenbedingung untersucht wer-
den ([M2], §24). AbschlieBend wird eine weitere Klasse der Deformationsbedingungen, die
kategoriellen, angegeben ([M2], §25).

9. VORTRAG (20.12.): Galoisdeformationsbedingungen

Dieser Vortrag befafit sich mit Deformationsbedingungen (mit fixierter Determinante) fiir
globale Galoisdarstellungen p : Gxs — Gl,(A) und der Beschreibung des assoziierten
Zariski-Tangential-A-Moduls ([M2], §26). Der Spezialfall in §28 ([M2]) soll nur kurz ange-
geben werden. Im Anschluss daran werden lokale Galoisdeformationsbedingungen unter-
sucht: Minimale Verzweigungsbedingungen fiir Darstellungen vom Grad zwei ([M2], §29).

10. VORTRAG (10.1.): Die Deformationsbedingung ” gewhnlich”

Die Deformationsbedingung ” gewhnlich” soll im lokalen Fall fiir Galoisdeformationsbedin-
gungen fiir Darstellungen vom Grad zwei betrachtet werden ([M2], §30).

11./12. VORTRAG (17.1./24.1.): Anwendung auf den Beweis des Wiles-Taylor-
Theorems I +11

Ziel der letzten beiden Vortrige ist der Beweis des Theorems 1 aus [S], welches ein wichti-
ger Baustein in Wiles’ Beweis der Shimura-Taniyama-Weil-Vermutung ist.

Sei p : Gg — Gla(k) eine ungerade irreduzible modulare Darstellung mit Koeffizienten in
einem endlichen Koérper k£ und D ein Deformationstyp. In dieser Situation erhalten wir
einen universellen Deformationsring Rp, die Heckealgebra Tp sowie einen kanonischen Ho-
momorphismus ¢p : Rp — Tp von lokalen Ringen.

Die Aussage des Theorems 1 ist die folgende: Ist D ein minimaler Deformationstyp, dann
ist ¢p ein Isomorphismus und 7Tp ein lokal vollstdndiger Durchschnitt.

PUFFERTERMIN (31.1.)
PROGRAMMDISKUSSION (7.2.)
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