Kohomologie von Arithmetischen Gruppen
(nach Borel)

Oberseminar Algebraische Geometrie — Wintersemester 2006,/07

Im Oberseminar werden wir uns mit Borels Artikel [Bor74] beschéftigen. In diesem
Artikel wird die Kohomologie von arithmetischen Untergruppen I' in halb-einfachen
Gruppen G berechnet, indem man die Operation von I' auf dem symmetrischen Raum
G(R)/K der maximal kompakten Untergruppen in der Lie-Gruppe G(R) untersucht.
Fiir die differentialgeometrische Analyse der Mannigfaltigkeit X = I'"\G(R)/K wird
es notig, bestimmte Kompaktifizierungen von X zu betrachten, die die Struktur von
Mannigfaltigkeiten mit Ecken besitzen. Die Hauptarbeit liegt dann in dem Beweis eines
L?-Kriteriums fiir Differentialformen auf X, die ein bestimmtes Wachstumsverhalten
an den Ecken zeigen. Aus diesem Kriterium kann man ableiten, dass in einem von
der Struktur der Lie-Gruppe abhingigen Bereich die Kohomologie der arithmetischen
Untergruppe I' durch einen Komplex von Differentialformen auf X beschrieben wird.

In einem Vertiefungsteil werden wir uns mit verschiedenen algebraischen Konsequen-
zen dieses Ergebnisses auseinandersetzen. Zur Auswahl stehen derzeit die Beziehung
zu Regulatoren, zu Werten von L-Funktionen sowie die Berechnung der rationalen K-
Theorie von Zahlringen.

Voraussetzungen Grundlagen Topologie, Differentialgeometrie, Algebra.

Liste der Vortragsthemen:
1. Einfithrung, Ubersicht, Verteilung der Vortrige

2. Bott-Periodizitit: Berechnung der Homotopie und Kohomologie der klassischen
Gruppen. Die klassische Referenz ist [Bot59]. Das deckt den Abschnitt 10 in
[Bor74] ab. Wichtig ist die Erkliarung der Tabelle und wie sie zustande kommt.
Beim Beweis kann man sich auf den Spezialfall SL, (R) bzw. SL,,(C) beschrinken.
Teile der Theorie (und wahrscheinlich ein guter Uberblick) finden sich in [Bur02,
Kapitel 4].

3. Kohomologie von Arithmetischen Untergruppen: In diesem Vortrag soll
Abschnitt 11 von Borel vorgestellt werden, unter Annahme von Theorem 11.1 (das
eine direkte Konsequenz von Theorem 7.5. ist). Wichtig ist, wie die arithmetischen
Gruppen SL,(Op) in die klassischen Gruppen eingebettet werden.

4. Definition von j*: Vorstellung des Anfangs von Abschnitt 3 in Borel. Der Mor-
phismus j* : I, — H*(T') soll definiert werden. Einige Begriffe sollten in diesem
Zuge wiederholt werden, zum Beispiel die relative Kohomologie von Lie-Algebren.
Dazu kann [BWO00, Kapitel LII] oder [Bur02, Kapitel 5] als Referenz benutzt wer-
den. Auch die Notation in Abschnitt 3.3 von Borel sollte erldutert werden. Fiir die
klassische Chern-Weil Theorie kann [Dup78] zu Rate gezogen werden.

5. Injektivitat und Surjektivitit von j*: Vorstellung des zweiten Teils von Ab-
schnitt 3, die Ergebnisse von Garland und Matsushima. Insbesondere sollen die
Konstanten ¢(G) und m(G(R)) definiert werden, auch deren Werte (Abschnitt
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10.

11.

12.

13.

9) mindestens fiir die Wurzelsysteme A,, und B, sollen angegeben werden. Dann
Formulierung von Theorem 7.5, dessen Beweis die folgenden Vortrége ausfiillt.

. Algebraische Gruppen und Zerlegung der Metrik: In diesem Vortrag soll

Abschnitt 4 von Borel vorgestellt werden. Darin geht es um eine Zerlegung der Me-
trik auf dem homogenen Raum G(R)/K der maximalen kompakten Untergruppen
von G(R). Diese Zerlegung folgt aus gruppentheoretischen Zerlegungen zu para-
bolischen Untergruppen in G. Dazu ist es notwendig, Definitionen und Ergebnisse
aus [BS73, Abschnitte 1, 4] einzubeziehen.

Mannigfaltigkeiten mit Ecken (I): Hier soll Abschnitt 6 vorgestellt werden.
Wichtig hierbei ist, wie der Raum X = G(R)/K kompaktifizert werden kann, sowie
die Beziehung der Ecken von X /T" zu parabolischen Untergruppen von G. Ausser-
dem brauchen wir die Begriffe von Siegel-Mengen und speziellen Umgebungen der
Ecken. Auch hier ist es notwendig, [BS73, Abschnitte 5-7, 10] einzubezichen.

. Mannigfaltigkeiten mit Ecken (II): Fortsetzung.

. Beweis von Theorem 7.4 (I): Vorstellung des Anfangs von Abschnitt 7, das

ist zum Teil Einfithrung von Notation, Formulierung von Theorem 7.4. Ausserdem
soll Teil (b) von Theorem 7.4. bewiesen werden, dies ist der Inhalt von Abschnitt
5.

Beweis von Theorem 7.4 (II): Fortsetzung des Beweises von Theorem 7.4, Teil
(a) sowie die Folgerungen 7.5, 7.6 und 11.1.

Die Vertiefungsthemen sowie deren Umfang hangen davon ab, ob sich jemand
bereit findet, die entsprechenden Vortrdge zu ibernehmen.

Modgliche Vertiefungsthemen:

Beziehung zur K-Theorie: Wiederholung der BGL(R)*-Konstruktion der al-
gebraischen K-Theorie, Plus-Konstruktion nach Quillen. Referenz hierfiir kénn-
te [Ros94, Kapitel 5.2] sein. Kurzer Uberblick iiber den Satz von Cartan-Serre
[FHTO01], d.h. den Isomorphismus

m.(2X) ® Q = PH,(QX, Q).

Damit kann dann der Abschnitt 12 aus [Bor74] vorgestellt werden, der die K-
Theorie durch Gruppenhomologie ausdriickt.

Werte von L-Funktionen: Es soll ein Uberblick iiber die Definition des Borel-
Regulators gegeben werden. Das kann sich an [Bur02, Kapitel 9] oder [Bor77]
orientieren. Dazu sollten das kompakte Dual der Lie-Gruppe G(R) sowie die stetige
Kohomologie eingefiihrt werden.

Beilinson-Regulator: Auch in diesem Vortrag sollte ein Uberblick iiber die Fra-
gestellungen gegeben werden, die fiir einen Vergleich der Regulatoren von Beilin-
son und Borel relevant sind. Dazu gehoren eine Definition von Deligne-Beilinson-
Kohomologie und eine Beschreibung des van Est-Isomorphismus. Die minimalen
Modelle der rationalen Homotopietheorie sollten als technisches Detail nur am
Rande erwiahnt werden. Die relevante Literatur ist wieder [Bur02] sowie [Rap88].
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Der erste Vortrag wird am 10. Oktober 2006 um 15:30 Uhr im Felix-Klein-Hérsaal,
Johannisgasse, stattfinden.

Kontakt:

Annette Huber-Klawitter, huber@math.uni-leipzig.de, Tel. 97 32185, Zi. 3-20
Matthias Wendt, wendt@math.uni-leipzig.de, Tel. 97 32144, Zi. 5-49
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