Die Tamagawazahlvermutung von
Bloch und Kato fiir Dirichlet-Motive

Oberseminar Algebraische Geometrie
im Wintersemester 05/06

Eines der faszinierendsten Phidnomene in der arithmetischen Geometrie ist
die Tatsache, dass viele der tiefliegenden geometrischen Eigenschaften einer
arithmetischen Varietét von einer einzigen analytischen Funktion — der Zeta-
Funktion — kodiert werden. Bereits im Zahlkorperfall erhélt man kraftvolle und
erstaunliche Aussagen. Zum Beispiel zeigt die Klassenzahlformel, dass die Zeta-
Funktion an den Stellen 0 und 1 wertvolle Informationen iiber die Einheiten-
und Klassengruppe eines Zahlkorpers enthélt — und damit Aufschluss iiber sein
gesamtes arithmetisches Verhalten liefert.

Erst vor ein paar Jahren ist es gelungen, ganz dhnlich geartete Verbindungen
auch fiir die Werte der Zeta-Funktion an den iibrigen ganzzahligen Stellen zu
formulieren und — in Spezialfillen — auch zu beweisen. Im Allgemeinen 143t
sich dieser Zusammenhang sogar auf beliebige Motive und ihre L-Funktionen
ausdehnen.

Die Beilinson-Vermutung ist ein erster Schritt in diese Richtung. Sie gibt eine
exakte Beschreibung des transzendenten Anteils der L-Werte an einer ganzen
Stelle. Durch die Tamagawazahlvermutung wird diese Aussage noch wesentlich
verfeinert. Mit ihr 148t sich der L-Wert bis auf das Vorzeichen genau identifi-
zieren.

In unserem Seminar wollen wir die Tamagawazahlvermutung im Spezialfall
von Dirichlet-Motiven beweisen. Jeder Interessierte ist herzlich zur Teilnahme
eingeladen. Das Seminar findet regelmafig

dienstags, 15-17ct
im Felix-Klein-Horsal (HG 4-24)

statt. Die erste Veranstaltung ist am

Dienstag, 11.10.2005, 15-17ct.

Im Anschluss daran werden die iibrigen Vortriage verteilt. Das volle Programm
ist auf der Internetseite

http://www.math.uni-leipzig.de/MI/huber/lehr ws05.html

zu finden.

Kontakt: Malte Witte, witte@math.uni-leipzig.de, Tel. 97 32239, Zi. 3-08



Vortrage

Vortrag 1: Die Klassenzahlformel

Zum Einstieg machen wir ganz klassische Zahlentheorie. Die multiplikative Ein-
bettung in den Minkowski-Raum und der Regulator sollen kurz beschrieben
werden ([Neu92], 1.5), ebenso der Dirichletsche Einheitensatz ([Neu92], I.7). Im
Zentrum des Vortrags sollte aber die Formulierung und, soweit wie mdglich,
auch der Beweis der Klassenzahlformel stehen ([Neu92|, Kap. VIL5, insbeson-
dere Korollar 5.11).

Vortrag 2: Dirichletsche L-Funktionen und Polylogarithmen

Gib die Definition von Dirichlet-Charakteren und ihren L-Funktionen, sowie
einen Uberblick iiber ihre wichtigsten Eigenschaften, etwa wie in [Neu92], VIL.2.
AuBlerdem brauchen wir die Funktionalgleichung fiir die Hurwitz-Zeta-Funktion
([HK03], Theorem 3.2.3, bzw. [Apo76], Theorem 12,6) und die Darstellung der
L-Funktion mittels Polylogarithmen ([Neu88|, Prop. 4.2, bzw. [HKO03], Cor.
3.2.4). Insbesondere sollte auf die speziellen Werte der L-Funktion eingegangen
werden ([Neu88|, Theorem 4.4). Fiir die Identifizierung von Dirichlet-Charak-
teren mit Charakteren der Galois-Gruppe verwenden wir die Konvention von
[HKO03], Abschnitt 1.1.

Vortrag 3: Dirichlet-Motive und motivische Kohomologie

Definiere Artin-Motive bzw. Dirichlet-Motive ([HK03], S. 397; [Neu88|, I.2) und
ihre L-Funktionen ([HKO03], 1.2 bis einschl. Def. 1.2.1; [Neu88], S. 206). Gib ei-
ne konkrete Beschreibung ihrer Betti- und DeRham-Realsierung (verallgemei-
nere das Beispiel auf Seite 399 in [HKO03]). Postuliere die Existenz von moti-
vischer Kohomologie und Beilinson-Regulator-Abbildung und zitiere [Neu88],
Thm. II.1.1. Das Corollar II.1.2 liefert dann eine konkrete Beschreibung bei-
der Objekte fiir h°(Q(ux))(n), n > 1. Fiir n = 1 iibernimmt der Dirichletsche
Einheitensatz diese Aufgabe, denn

H)((Spec Z, h°(Q(un))(1)) = Zun]* ® Q,
HY(Spec Z, h(Q(un))) = Q,

die Regulatorabbildung ist die multiplikative Einbettung in den Minkowski-
Raum und die Zykelklassenabbildung ist dual zur Spurabbildung

h(Q(pn))s ®R — R.

Die allgemeinen Definitionen und die dahinter stehende Theorie sollten al-
lerhéchstens am Rande erwdhnt werden. Bei der Notation folgen wir den Kon-
ventionen von [HKO03].

Vortrag 4: Die Beilinson-Vermutung

Fiihre Determinanten ein und erldutere kurz, wie man damit rechnet ([KM76];
[Fon92] §4.1; [Kat93a], §2.1). Definiere die fundamentale Gerade ([HKO03], Def.



1.2.2) und erkldre den Isomorphismus von Determinanten in [HK03], Satz 1.2.3.
Der Beweis des Satzes sollte nach Vortrag 3 trivial sein. Formuliere die Beilinson-
Vermutung fiir Dirichlet-Motive in der Sprache der Determinanten (siehe [HK03]
Vermutung 1.2.8, erster Teil). Benutze [Neu88], 1.5 und die Ergebnisse aus Vor-
trag 2 und 3, um aus Thm. I1.1.1 die Beilinson-Vermutung fiir Dirichlet-Motive
fiir r < 0 herzuleiten ([Neu88|, Thm. 1.5.2). Die Spezialfille r = 0 bzw. x =1
zitieren wir dabei nur. Fiir r > 0 folgt die Beilinson-Vermutung dann aus der
Kompatibilitdt mit der Funktionalgleichung (Vortrag 8).

Vortrag 5: p-adische Realisierungen und f-Kohomologie

Bearbeite den Rest von [HK03], 1.1. Setze dabei stets S = (. Das ist der einzige
Fall, der uns interessiert. Die Existenz des p-adischen Regulators postulieren
wir wieder. Auflerdem wird aber auch die p-adische Zykelklassenabbildung

H((Spec Z, h°(K)) — He,(Spec Z[1/p], h(K),)

benétigt. Uber p-adische Hodge-Theorie (fundamentale exakte Sequenz, Ex-
ponentialfunktion, etc. ) brauchen wir auch nur das Allernstigste zu wissen.
Formuliere klar und deutlich lokale Dualitét ([BK90], Prop. 3.8 fiir £ = p), da
wir die Aussage des 6fteren brauchen werden. Definiere dann Katos kompakte
Kohomologie ([HK03], S. 402) und f-Kohomologie ([HK03], S. 403 unten bis
vor Def. 1.2.7). Greife, wenn nétig, auf [Fon92] zuriick. Erwihne aulerdem, dass
die konstruierbare Garbe j,T),(x)(r) die Eulercharakteristik

2

X(Zy[1/p], G Tp () (1)) = D (=1) 1k Hy, (G T () (1)) = —1
1=0

besitzt ([Mil86], Thm 2.13, zusammen mit [Nek03], Cor. 4.6.10).

Vortrag 6: Formulierung der Bloch-Kato-Vermutung

Folge [HKO03], 1.2, sofern der Inhalt noch nicht in den vorherigen Vortrigen
abgehandelt worden ist, und formuliere Theorem 1.3.1. Von Prop. 1.2.9 brau-
chen wir nur Teil (a). Der Isomorphismus auf S. 406 oben in [HK03] folgt nicht
unmittelbar aus [Mil86], Theorem II.3.1. (Die Kohomologie mit kompaktem
Tréger in [Mil86] stimmt iibrigens nicht mit unserer Definition iiberein.) Man
muss hier noch einige technische Schwierigkeiten iiberwinden. Es gibt aber eine
Diplomarbeit von einem Studenten von G. Kings [Dip] zu diesem Thema. Dar-
aus konnen wir das entsprechende Dualitdtstheorem hoffentlich einfach zitieren.
Im Fall lokal konstanter Z,-Garben hilft auch [Nek03], Thm. 5.4.5 weiter.

Vortrag 7: Der Klassenzahlfall

Beweise ausfiihrlich [HKO03|, Prop. 2.3.1 fiir » = 0. Gehe dabei soweit wie
moglich auch auf Anhang A ein.



Vortrag 8: Vertraglichkeit mit der Funktionalgleichung

Gegenstand dieses Vortrags ist [HK03], 2.2. Wir brauchen aber nur die Kompa-
tibilitét fiir die Bloch-Kato-Vermutung mit Koeffizienten in E, nicht die &quiva-
riante Aussage. Formuliere den Abschnitt entsprechend um. Beachte weiterhin,
dass wir noch nicht wissen, dass £(w)(r) rational ist. Diese Aussage gehort mit in
Vermutung 2.2.1. Theorem 2.2.2 wird in Vortrag 9 bewiesen. Benutze schlie3lich
die Funktionalgleichung, um Prop. 2.3.1 fiir » = 1 zu beweisen.

Vortrag 9: Vertraglichkeit mit der Funktionalgleichung 11

Gib einen Uberblick iiber den Beweis von [HK03], Theorem 2.2.2 (in der abso-
luten Formulierung aus Vortrag 8). Folge dazu Anhang B. Gehe dabei auch auf
das explizite Reziprozitétsgesetz von Kato ([Kat93a], Theorem 2.1.7) ein.

Vortrag 10: Zyklotomische Elemente

Folge Abschnitt 3.1 und 3.2 von [HKO03]. Definition 3.1.4 und Lemma 3.1.5
brauchen wir nicht; Theorem 3.2.3 und Folgerung 3.2.4 sind uns schon aus
Vortrag 2 bekannt.

Vortrag 11: Umformulierung der Bloch-Kato-Vermutung

Theorem 3.3.2 in [HKO03] 148t sich wortgleich auch fiir r € Z — {0, 1} formulie-
ren. Der Beweis fiir r < 0 entspricht dabei dem Beweis von Thm. 5.2.3 ohne
das Argument mit der Hauptvermutung. Zitiere dazu Theoreme 5.2.1 und 5.2.2.
Theorem 5.2.1 ist identisch mit [Neu88], Thm. II.1.1 und damit aus Vortrag 3
bekannt. Theorem 5.2.2 ist die p-adische Variante davon. Lemma 3.3.1 brauchen
wir ebenfalls fiir r € Z — {0, 1} (sonst ergibt der Beweis von Thm. 5.2.3 keinen
Sinn). Fiir » > 1 folgt das Lemma leicht aus dem Theorem von Soulé ([HKO03],
S. 399 unten) und der Euler-Charakteristik; fiir » < 0 bleibt uns wahrscheinlich
nichts anderes iibrig als auf [Rub00] zu verweisen. Mittels der Funktionalglei-
chung konnen wir schlielich noch den Fall ungleicher Paritét abhandeln (Cor.
5.1.2, Cor. 5.2.4). Folgerungen 3.3.3 und 3.3.4 brauchen wir nicht.

Vortrag 12: Reduktion auf die Hauptvermutung

Aus [HKO03], Abschnitt 4.1 brauchen wir Def. 4.1.1, Def. 4.1.2 und Lemma 4.1.3
— soweit sie Hgl(Tp(X)(k’)) betreffen, Def. 4.1.7 und Lemma 4.1.8. Kommentiere
den Beweis von Satz 4.2.1.(a). Formuliere die Hauptvermutung im Fall gleicher
Paritét (Theorem 4.2.2 ohne die Aussage iiber Hj,.) und benutze unsere Version
von Theorem 3.3.2, um den Beweis der Bloch-Kato-Vermutung fiir » # 0,1 zu
beenden.

Optionale Vortrage und Gastvortrage

Beweis der Hauptvermutung fiir Q(1,) Fiir die geraden Charaktere von Q(,)
ist der Beweis von [HKO03|, Theorem 4.2.2; etwas einfacher. Dieser Fall
wird in [Was97], §15.7 behandelt.



Motivische Polylogarithmen Ziel des Vortrags ist es, einen Uberblick iiber den
Beweis von [HK03], Thm. 5.2.1 und Thm. 5.2.2 zu geben. Als Basis konnte
entweder [HK99a] und [HK99b] oder [HW98] dienen.

Aktueller Stand der Forschung Gegenstand konnte die nichtkommutative Bloch-
Kato-Vermutung oder die Bloch-Kato-Vermutung fiir elliptische Kurven
sein.
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